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Surfaces telles que l'origine se projette sur chaque 

normale au milieu des centres de 

courbure principaux. 



Par P. Appell. 



1. Lorsque l'on cherche une surface telle qu'un pinceau infiniment délié de 
normales à cette surface découpe dans la surface d'une sphère de centre 0, à 
l'entrée et à la sortie, des aires équivalentes, on trouve que la projection du point 
sur chaque normale doit se trouver au milieu des centres de courbure princi- 
paux situés sur cette normale. Réciproquement, si l'on a une surface possédant 
cette propriété, un pinceau de normales découpera sur toute sphère de centre 0, 
à l'entrée et à la sortie de cette sphère, des aires équivalentes. C'est ce que 
j'ai montré dans mon Mémoire Sur les Déblais et Remblais* en intégrant l'équa- 
tion différentielle de ces surfaces qui se rattachent d'une façon remarquable aux 
surfaces minima. 

Je me propose actuellement de faire une étude plus approfondie de ces 
surfaces en donnant sous une forme simple les expressions des coordonnées d'un 
point d'une de ces surfaces en fonction de deux paramètres et en indiquant les 
équations différentielles des lignes de courbure et des lignes asymptotiques, dont 
les premières peuvent être intégrées dans une infinité de cas et, en particulier, 
pour une infinité de surfaces algébriques. J'insisterai particulièrement sur la 
correspondance qu'on peut établir entre nos surfaces minima, en démontrant 
qu'à toute surface minima on peut faire correspondre une de nos surfaces et 
réciproquement. 

2. Considérons un système de trois axes rectangulaires Ox, Oy , Oz et une 
sphère S ayant pour centre l'origine et pour rayon l'unité. Soit 2 une surface 

* Voyez Mémoires présentés par divers savants à V 'Académie des Sciences, Tome XXIX, No. 3, pages 
133-137. 
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non développable, a, (3, y les cosinus directeurs de la normale à la surface en 
un point M, ou, d'une fapon plus précise, de la portion de normale comptée à 
partir de M dans un sens déterminé. Si par le centre de la sphère S on mène 
un rayon parallèle à cette normale, cette parallèle rencontre la surface de la 
sphère en un point m dont les coordonnées rectangulaires sont a, (3, y et qu'on 
appelle image sphêrique du point M. A chaque courbe tracée sur la surface 2 
correspondra sur la sphère S une courbe qui sera appelée image sphêrique de la 
première. 

Supposons a, (3, y réels: comme ces trois quantités vérifient l'équation de 

la sphère S ce 2 + (3" + y 2 = 1 , 

on pourra exprimer ces trois quantités en fonction de deux paramètres. Pour 
cela, nous considérons cette sphère comme une surface réglée admettant un 
double système de génératrices imaginaires et nous prendrons pour variables 
deux quantités demeurant constantes respectivement sur les génératrices de 
chaque système.* Pour cela remarquons que l'équation 

a*+(3* + y z =l (1) 

peut s'écrire (a + i(3)(a — i(3) = (1 + y)(l — y) 

et posons a -H/3 _ 1 +r __ 

1 — y a — ij3 ' 



— *0> 



y (2) 



où s est la quantité imaginaire conjuguée de s puisque a, /?, y sont supposés 
réels. La signification géométrique des quantités imaginaires s et s est très- 
simple : on la trouvera dans les Leçons de M. G. Darboux : on pourra aussi 
consulter le Mémoire de M. G-oursat "Sur les surfaces qui admettent les plans de 
symétrie d'un polyèdre régulier," Annales de l'Ecole Normale supérieure, 3 lème 
série, T. IY, 1887, pages 42 et suivantes. 

En résolvant les équations (2) par rapport à a, (3, y on trouve 



a = 



SS„ ] 

y = 



l+< 



(3) 



* Voyez Leçons sur la Théorie Générale des Surfaces par G. Darboux (Gauthier Villars, 1887), Tome I, 
pages 22 et 245. 
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D'après la méthode employée pour la première fois par M. Bonnet* avec des 
variables un peu différentes, on peut définir la surface 2 en écrivant l'équation 
du plan tangent en if à cette surface sous la forme 



» ( s + s o) + W («o — *) + z (ss„ — 1) = u, 



(4) 



et en regardant u comme une fonction dé s et s , 

w = 4>( à ', s ). 

Lorsque cette fonction <£> sera connue la surface 2 sera l'enveloppe des plans (4) : 
elle sera donc entièrement connue. Les coordonnées du point de contact M du 
plan (4) avec la surface 2 sont données par les équations suivantes 



x + iy 



du , , 3« 

-= — h su — s ' -=- 

_ 3s ds 



X 



%y — 






du 


l+ss 

+ S M — 


2 3« 

3s„ 


> 


1 +ss„ 
du 

— U + S -3- 


+ «0 


3w 
3s» 



1+' 



(5) 



Dans ce système, les équations différentielles des lignes de courbure et des lignes 
asymptotiques sont les suivantes : 



lignes de courbure : 
lignes asymptotiques : 



ds i 



-~d<? 



d'"u 



ds* + -=-5- ds\ + 2dsds 



+ 



u — s -= s { 

ds 



ds, =0. 



(6) 



(7) 



ds" ~~ ' 3s§ ~~° ■ " °\3 S a s „ ■ 1 + , 

Enfin les formules donnant le rayon de courbure R' et les coordonnées X 1 , T', Z' 
du centre de courbure deviennent 



3« 3so v L3s3s v 3s 3 ds\ J 

2 ^' = _ « -L - - — -L » 9 - M _1_ f1 _ „„ \f ^ _l_ /3 3 M 3 2 M ■ 



7/ OM , ou . ,-, ,r« i / d'u drun 



X' + Y'% — -= s\ 3-3- +W -5-5- -3-5- , 

3s Ldsdso ^ ds 2 dsi, J 

-jry v/ - 3m r 3% /"3% S^Ml 



(8) 



* Journal de LiouvUle, T. V, 1860. 
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Ces formules s'établissent aisément : on les trouvera dans les Leçons sur la Théorie 
générale des sur/aces par M. Q-. Darboux, T. I, pages 245-246 : les variables que 
M. Darboux appelle a, @ et £ sont nos variables s, s et — u. Ces mêmes 
formules se trouvent reproduites dans le Mémoire déjà cité de M. Goursat 
(Annales de l'Ecole Normale, 1887, pages 46 et 47). 

3. Ces formules générales étant rappelées, arrivons à l'objet de ce Mémoire, 
à savoir la détermination des surfaces 2 telles que la projection de l'origine sur 
une normale quelconque se trouve au milieu des centres de courbure principaux. Pour 
abréger le langage, nous appellerons ces surfaces les surfaces 2. Yoici comment 
on obtient leur équation différentielle. Les équations de la normale au point 
if (ce, y, z) d'une surface 2 sont 

X—x _ Y— y _ Z— z 

a ~-~ p -' r ; 

le plan projetant l'origine sur cette normale est 

aX+ {3Y+yZ=0. 
Donc la projection de l'origine sur la normale a pour coordonnée Z: 

Z— z — -y (ax + (3y -f- yz) . 
D'après les valeurs (3) de a, {3, y on a 

ou enfin, puisque le point de contact M(x, y, z) est dans le plan tangent (4) 

Z=z ÏU 



1 + ss 

D'autre part, on vérifie sans peine, d'après les formules (3) et (5), que le Z' d'un 
centre de courbure est lié au rayon B' correspondant par la formule (d'ailleurs 

évidente) Z' = z + yR'. 

En appelant B" le second rayon de courbure et Z" sa hauteur au dessus du 
plan xOy, on aura de même 

Z" = z + yB". 

Donc Z' + Z» , Ri + R" 

=z+r 
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La définition des surfaces X donne 

c'est à dire, après suppression du facteur y : 

R' + R" , _^_ _ 
2 i "i+ SSo - u ' 

équation qui signifie que la distance du plan tangent à l'origine est égale à la 
demi-somme des rayons de courbure principaux, propriété résultant immédiate- 
ment de la définition. En remplapant la demi-somme des rayons de courbure 
principaux par son expression déduite des formules (8), on a l'équation différen- 
tielle des surfaces cherchées 

Pour intégrer cette équation, posons 

u = v(l + ss ), 

v désignant une nouvelle fonction inconnue qui n'est autre chose que la distance 
du plan tangent à l'origine. Par l'introduction de cette nouvelle fonction, 
l'équation différentielle (9) prend la forme 

dh __ 
dsdso ~ x ' ' 
qui donne immédiatement 

«=/(*) + /o(«o)f 

les fonctions / et / étant conjuguées. On aura donc 

«=(1 +*««,)[/(«) +/o(«o)]- (10) 

D'après les formules (5), les coordonnées d'un point de la surface seront 

2s 



X + iy= /> (s ) - êf (s) + j-p^ [/(s) +/„ (*„)] , 

x-iy=f(s)-sif>( So ) + ^y(s)+Ms )-i, 

z = sf (s) + s f (s ) - 1=2 [/(*) +/• ( s «)l • 



(11) 
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Ces formules résolues par rapport à x et y peuvent s'écrire 

y = R[i^ + s>)f{s) + 2 -^f { s)], 

* = R[\sf { s)-\^ /{ s)l 



> (12) 



le signe B désignant la partie réelle d'une quantité imaginaire quelconque et 
/(s) une fonction analytique de la variable imaginaire s . 

A toute fonction analytique f(s) d'une variable imaginaire s correspond 
donc une de nos surfaces X qui est réelle. Lorsque l'on fait croître /(s) d'une 
constante, les différentes surfaces X que l'on obtient sont parallèles, comme il 
résulte immédiatement de la signification géométrique de la quantité 

•=/(») +/.(«,) = \R[fm 

qui exprime la distance du plan tangent à l'origine. Lorsque la fonction 
analytique /(s) est algébrique, la surface X est elle même algébrique. 

Voici quelques surfaces particulières rentrant dans la catégorie des sur- 
faces X. 

1°). Si l'on prend /(s) = C la surface X correspondante est une sphère 
ayant pour centre l'origine. 

2°). Si l'on prend /(s) = a log s, 

a étant une constante réelle, on trouve celle des surfaces X qui est de révolution 
autour de l'axe Oz. La méridienne de cette surface est une développante d'une 
parabole ayant pour axe Oz et pour foyer l'origine . 
3°). En prenant, plus généralement 

f(s) — (a + ib) log s, 

aetb étant des constantes, on aura une surface X possédant la propriété d'être 
parallèle à elle même, car si l'argument de s augmente de 2n, f(s) augmente 

de la constante 2ni (a -f- il) , 

et la nouvelle portion de surface X correspondante est parallèle à l'ancienne. 
Le cas le plus simple serait le cas de a = 0. 
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4. Lignes de courbure. L'équation différentielle des lignes de courbure étant 

as ^ — as, ^ , 
cette équation devient dans le cas actuel 

« =(l+Wo)[/(«)+/o (««,)] , 
ds* [(1 + 88 Q )f"(s) + 28 f (S)] = dsl [(1 + SS )f>> (S ) + &/,' («,)] . (13) 

Cette équation est intégrable si /'(s) est de la forme 

f(s) = as", 
a et n étant des constantes dont la seconde w est réelle ; alors 

/ o \ s o) = ^0*0 ) 

a étant conjugué de a. En effet, dans ce cas, on peut diviser les deux membres 
de l'équation (13) par 

n + (n + 2) &s 
et il reste l'équation 

Cïo CvS — — C&çpn €(/S() j 

dont l'intégration est immédiate. Si re est commensurable et différent de — 1 
les surfaces correspondantes sont algébriques. On peut encore effectuer l'intégra- 
tion si l'on a „, , a 

a et b étant des constantes quelconques ayant pour conjuguées a et b , de sorte 
que fi(e\— a ° 

/o (So) ~ w+w • 

Dans ce cas l'équation (13) devient 

ads 2 a dsl 



,-l)(s + bf (fe So _l)( 8o + è ) 8 ' 
où les variables sont séparées. 

Lignes asymptotiques. En vertu de l'équation différentielle (9) des surfaces 
2, le coefficient de 2dsds dans l'équation (7) des lignes asymptotiques se 
réduit à 2u 

(1 +«*,)" 
et l'équation différentielle des lignes asymptotiques devient 

^ U &? 1 d * u âê -I 4u 

ds* "* + dsl d8 ° + (TT> 



<të + ~ô3" ^ s o + m — « &cfo — o > 
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ou enfin, d'après la valeur (10) de u, 

[(1 + 88,) f (8) + 2sJ> (S)-] ds* + [(1 + **„)/," (S ) + &/ ' («,)] «fo» ) 

+ 4[/( g )+/o W ] Qj • [ (14) 

5. Pour terminer cette étude nous allons montrer comment à chaque surface 
X se rattache une surface minima et réciproquement. L'équation différentielle 
des surfaces minima est 

/, , \ ^S dux du x , , N 

(1 + SSo) a^- s ar- So ^ + Ml = ' < 15 ) 

et celle des surfaces 2 

,, . s d~u du du 1 — ss , , 

(1 + sso)^ s^ s -3 — - — -"«=0. (9) 

v 3«3«o 3s 3s 1 + sso 

En différentiant l'équation (15) par rapport à l'une quelconque des variables, on 
obtient les deux équations 

(1+SSo) 3^o- S ^ = °' riB , 

(1+ ^ ) 3^- s »-3 S I = - J 

Ceci posé si l'on a une solution % de l'équation différentielle (15) des surfaces 
minima, on en déduira une solution u de l'équation (9) des surfaces S en faisant 

3m, du, , . 

M = Ml _ s ___ So __, (17) 

comme on le vérifie immédiatement à l'aide des relations (15) et (16). 

Réciproquement, soit u une solution de .l'équation (9), il existera une 
fonction u x vérifiant les équations (15) et (17). En effet l'équation (17) donne 
par la différentiation 

du 3 2 «! 3 2 «! 

~3T ~ ~ s ~W ~ s ° 3«3^ ' 

du __ 3 3 M! S 2 ^! 

3« 3s3s 

et comme (15) donne 



' S 7T^ «0 ' 



f-, I \ dU l 
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on a, en définitive, 

3 3 Mj M 



3s3s 


(l+«b)' 


3 2 % 

3s a ~" 


1 9m j S M 

s 3« s (1 + s«o) 


8 S % __ 


1 9m { S M 



34 ~~ s 3« s (i + . 
La fonction u étant supposée vérifier l'équation (9), la quantité 
3% m r 1 3m 



d-^- = 



7 r 1 3m s m -i 7 

L s ris « 1 + ss J 



3s 1 -j- ss U 3« s 1 + 

est une différentielle exacte. L'intégration de cette différentielle donnera 



3«i 

~37' 

3M t , . 



de même m , r 1 3 



, r 1 9m s m -i , 

cfe — ^ — : ds 

L So dS„ S„ 1+ SS n J 



(1 + SS ) L S 3so S 1 + i 

est une différentielle exacte dont l'intégration donnera 

— = 4/ (s , s ) + c 

et alors l'équation (17) donnera enfin 

u x = u + s [<p (s, s ) + c] + s [4 (s, s ) + c ] 

avec deux constantes arbitraires c et c imaginaires conjuguées. À chaque 
fonction u correspondent donc une infinité de fonctions % avec deux constantes 
c et c ; mais les surfaces minima que l'on obtient en faisant varier les constantes 
c et c se déduisent de l'une d'entre elles par une translation parallèle au 
plan xOy. Réciproquement on vérifie immédiatement que si l'on transporte 
une surface minima parallèlement au plan xOy en changeant la fonction % 

relative à cette surface en 

U]_ + es + c s , 

la fonction u donnée par l'équation (17) ne change pas et par suite la surface X 
correspondant à la surface minima ne change pas. 

Donc, en regardant comme identiques les sur/aces minima qui se déduisent Vune 
de Vautre par tme translation parallèle au plan des xy, à toute surface minima 
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correspond point par point une seule surface 2 et réciproquement : les plans tangents 
aux deux surfaces aux points correspondants sont parallèles. 

Nos formules permettent encore de montrer que, si l'on transporte une 
surface minima parallèlement à l'axe Oz, les surfaces 2 correspondantes sont 
parallèles ; et réciproquement. Cela résulte de ce que, si l'on ajoute à % la 

quantité e (1 — ss ) 

la fonction u donnée par la formule (17) augmente de 

c (1 + ss ) . 

Ces résultats deviennent en partie évidents par l'interprétation géométrique de 

la formule (17) 

3m! 3m x , . 

u = m — s -= s -7T- . (17) 

3s 3s 



Si l'on appelle z a la coordonnée z d'un point de la surface minima, on a d'après (5) 

3«! 3% 

— ih + s -s (- «o ~5T 

os gs 

1 1 + ss 

La formule de transformation (17) peut donc s'écrire 

u(l +ss ) = —z lt 
ou, en appelant, comme plus haut, v la. distance au point O du plan tangent à la 
surface 2 : v = — z x • 

On a donc la construction suivante : Soit une sxvrface Si et un plan tangent 
P x a cette surface au point M 1 . Construisons un plan parallèle P situé a une 
distance de l'origine O égale à la distance du point M 1 au plan xOy. Lorsque le 
point M 1 décrira Sx , ce plan P enveloppera la surface transformée S% . 

En particulier, si le point M x décrit une surface minima le plan P envel- 
oppera une de nos surfaces 2 . Inversement, le calcul nous a montré qu'une 
surface 2 donnée ne peut être déduite par ce procédé que d'une surface minima. 

6. M. Bonnet a indiqué* une transformation qui permet de déduire de 
chaque surface minima une surface telle que le milieu des deux centres de courbure 
principaux situés sur une normale se trouve dans un plan fixe x Oy . J'ai montré, 

* Comptes rendus de l'Académie des Sciences de Paris, T. XLII, page 486. Cette transformation est 
rappelée dans l'Ouvrage déjà cité de M. Darbous, à la page 255. 
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dans mon Mémoire sur les Déblais et Remblais précédemment cité qu'un pinceau 
de normales à une des surfaces de M. Bonnet découpe des aires équivalentes sur 
deux plans parallèles au plan xOy et équidistants de ce plan. 

Les surfaces 2 que nous venons d'étudier se déduisent d'une fapon fort 
simple des surfaces de M. Bonnet dont nous avons rappelé à l'instant la défini- 
tion. En effet d'après la seconde des équations (8) qui détermine les coordonnées 
Z des deux centres de courbures principaux, l'équation différentielle des surfaces 

en question est 

,_ x d 2 u, du» du, , 

(1 -^ ) aâ-o + ^ +So ^-" 2 = - (18) 

Soit u % une solution de cette équation, la fonction 

du % du% 

1 — ss dsds ' 

vérifie l'équation d 2 v 

dsdsç, ' 

comme on s'en assure immédiatement en différentiant l'équation (18) successive- 
ment par rapport à s et à s . Donc la fonction 

u = (l + ss )v= r -^{u,-s-^-s ^-) 

vérifie l'équation différentielle (9) de nos surfaces 2. 

La correspondance entre la surface 2 et la surface S 2 vérifiant l'équation 
(18) est la suivante. Appelons z 2 le z d'un point M 2 de la surface 8 2 , 

du 2 dih 

— u 2 + s -~ — h - 



ss 1 

ce qui signifie que v est égal à la longueur de la normale à la surface S 2 comprise 
entre le pied M 2 de cette normale et le plan x Oy . Comme v désigne la distance 
à l'origine du plan tangent à la surface 2 , on a la construction suivante : 

Etant donnée une surface S 2 de M. Bonnet, on mène en un point M 2 de cette 
surface le plan tangent P % et la normale M 2 N 2 jusqu'au plan xOy ; le plan P 
parallèle à P % et situé a une distance de l'origine égale h la normale M 2 N 2 enveloppe 
une surface 2 • 
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On pourrait montrer qu'a toute surface 2 répond inversement une surface $ 2 : 
il suffirait pour cela de refaire un calcul analogue à celui de la page 182. 

Cette correspondance entre les surfaces 2 et S 2 montre que : 

De tout système de routes servant a déblayer une aire plane homogène sur une 
aire équivalente située dans un plan parallèle, on peut déduire un système de routes 
servant à déblayer une aire sphérique homogène sur une aire équivalente située sur 
la même sphère. 

Les routes servant au premier déblai seront normales à une surface S % , et 
les routes servant au second déblai normales à une surface X . 



